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REFLUXV 4.0

MODULE HYDRODYNAMIQUE

MANUEL THEORIQUE

1. MODELE MATHEMATIQUE

Dans un probléme d’écoulement a surface libre, le fluide s’écoule entre la surface du fond et la surface libre :

X3 X2

Surface libre

€
Surface du fond

70777777 TN

En notant h la coordonnée verticale d'un point M appartenant a la surface libre, celle-ci est définie, a l'instant t, par

les points M de coordonnées (X1, X2, X3) Vérifiant I'équation :

De méme, en notant z, la coordonnée verticale d’'un point M appartenant a la surface du fond, celle-ci est définie, a

tout instant (la surface du fond étant supposée indépendante du temps), par :

X3 —z(xlxz) =0 (1.2)
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L'écoulement de fluide incompressible entre ces deux surfaces doit vérifier les équations de Navier-Stokes et de

continuité, qui s'écrivent en coordonnées cartésiennes :

Ou; aui+16_P_]c

T R =0

Hat Pox; pox; o

Eﬁ i,j=1,2,3 (1.3)
u;

_:O

HOx;

ol u; désigne la i°™ composante de la vitesse, p la densité du fluide, P la pression, f; la i°"® composante des forces

de volume et t; les tensions visqueuses, données pour un fluide Newtonien par :

T =v% LUH o128 (1.4)
! Xi 0% O

ou v est la viscosité cinématique du fluide.

Le modeéle bidimensionnel a surface libre est construit sous les hypothéses de longues ondes et de faible

profondeur d’eau (devant les autres dimensions du domaines d'étude).
Les effets dus a la composante verticale de I'accélération sont alors négligeables devant ceux occasionnés par la

gravité, et I'équation du mouvement suivant la verticale se réduit a :

~— +g=0 1.5
0 ox, g (1.5)

d’ou I'on déduit que la pression est purement hydrostatique :

P= pg(h(xl,xz,t) - x3) +Pa (1.6)
ou Pa désigne la pression atmosphérique qui régne a la surface libre, et g I'accélération de la pesanteur.
Le modéle bidimensionnel est obtenu en introduisant les vitesses moyennes sur la hauteur :

U=u, et V=u, (1.7)
ou la barre désigne 'opérateur de moyenne sur la hauteur, défini pour une fonction f par :

h
z 1
f(x,Xp,1) = ﬁ‘l'f(xl,xz,xg,t)dx3 (1.8)

z

H désignant la hauteur d’eau :
H(Xy, X5, 1) = (X, X5, t) = 2(X1,X,) (1.9)

Les équations sur les vitesses moyennes sont construites en prenant la moyenne des équations de Navier-Stokes
et de continuité, en multipliant par H, et en exploitant les régles moyennes suivantes, vérifiées par I'opérateur de

moyenne :
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. fm=f@m (1.10)

. f+g=f+g
or _ oHf) oh

. HE—T—f(Xl,XZ,h,t) at

. Hi:a(Hf)n(x X zt)a—z—f(x X ht)a—h i=1,2 (1.11)
ox; ot L2 oy, v ax ’ '
of

. HE:f(xl,xz,z,t)—f(xl,xz,h,t)

Sous les hypothéses déclarées, on aboutit aux équations de Saint-Venant, qui s'écrivent en coordonnées
cartésiennes (en posant x = x; ety = xp) :
by oU . ,0U = oh

+UE v E g2 _vau -F, =0
Ba_t ox  dy Iox )

%ai+ua—v +Va—V +g@ —VAV -F, =0 (1.12)
ot 0x oy oy

pn, oY) oH)

Hot 0x oy

ou Fy, Fy intégre aussi bien les forces de volume (Coriolis), que les actions exercées sur le fond (frottement) ou sur

la surface libre (vent), ou encore des forces telles que les contraintes de radiations.
les expressions de ces différentes forces sont :

« Forces de Coriolis dues a la rotation de la terre, définie (En identifiant le nord avec la direction x et I'est avec la

direction y) par :

(F, = 2Vwsin¢

%y =2Uwsin¢ (1.13)

ou wdésigne la vitesse de rotation de la terre en rd/sec, ¢ la latitude en degrés
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* Forces de frottement sur le fond :

- pv (1.14)

ou le coefficient de frottement 3 est déterminé par la donnée d’'un paramétre positif C traduisant I'état de surface du
fond.

+ SiC> 1, on parle alors de coefficient de Chezy, et B est donné par :

U? +Vv?
B = C%T (1.15)

« SiC <1, on parle alors de coefficient de Manning et 3 est donné par :
VU? +V?

B = gc? . (1.16)

« Si C n'est pas donné, on peut utiliser la valeur fournie par la formule

D _
=[19.8L 1.17
c=osnP 2 1.7

e Forces dues au vent définies par :

(1.18)

ou r est un coefficient valant 0.0026, w, et w, sont les composants du vent suivant x et y ayant pour norme ||\7v|| Pa

et p sont la masse volumique de l'air et de I'eau respectivement.

* Forces dues aux contraintes de radiations :

S
F o 1ESu , 9550
HO ox oy O
[9S,, S, 0O (1.19)
F =15y Pwp
HO ox ady O

Les contraintes de radiations S, S, S,y sont calculées au préalable par un modéle de Houle.
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En tenant compte de ces forces, les équations régissant les vitesses moyennes U et V dans le plan horizontal, ainsi

gue la hauteur d’eau H (donc h puisque z est supposé connu), s’expriment finalement en coordonnées cartésiennes
(direction x pour le nord et direction y pour I'est) par :

0S,, O

BO;U Yy +g é‘)— -VAU +BU -2Vwsin ¢ ——2 pa ﬂ'—”w" LS80 P g (120a)
Da 0x oy 0x HO ox oy O

- S aS,, O
v +ua—V WY +g h _vav +BV —2Uwsin ¢ —rp—a d’-”w" W, 22y (Pweg (120b)
Dat 0x oy oy p H HO ox oy O
0
E@+—6(HU) +—6(HV) =0 (120c)
Hat 0X oy

2. MODELE NUMERIQUE

Le modéle numérique est construit en introduisant une approximation par éléments finis dans la forme intégrale
obtenue par la méthode des résidus pondérés appliquée au systeme

(1.20a - 1.20c), les fonctions-test ou, dv et dh étant choisies dans les mémes espaces fonctionnels que les
inconnues U, Veth:

I (3U(120a) + 3v(120b) + &(120c)) MO (2.2)
Q
ou Q désigne le domaine d'étude.

2.1 Forme intégrale

Aprés application du théoreme de Green aux termes en dérivées secondes (termes de diffusion), ainsi qu'aux

termes en dérivées spatiales de I'équation de continuité moyenne, et aprés regroupement des termes de méme
nature, la forme intégrale s’écrit :

L=+l + Hy Hg Hg Hy Hoen He H, #, 4o (2.2)
avec .
U oV
I, = @u rov ey 5h—§m 2.3
! I ot ot (2.33)
Q
Iﬁmu— +vesu— U tusv Y +vav "V@m (2.3b)
! oy ox oy
_l"’ [PSU OU , 98U 0U , 93V oV +06V0_Vﬁm 2.30)
! ax ax dy dy Ox ox 0y oy
och , ,,93h0]
l, = —(H Q 2.3d
h= I 6x Hj ( )
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J'g%U— +3V ghﬁjﬂ (2.3e)

lg = Is(uau +Vav)dQ (2.3f)
Q
= J'Zoosin o(-VaU +Udv)dQ (2.39)
Q
lore = [SUS [ Qg = Pa
vent -J' ﬁ"W"ENXdQ +J'6Vﬁ||w||mvyd§2 avec o = rF (2.3h)
Q Q
0
Ir :I@U [—l]—'EBD—SXX 9S4 H —20+V EIEDJ +Bw %‘19 (2.3i)
) HO ox oy O HO ox ay
lg = J{)(Hunah)ds (2.3)
Iy, =- Jﬁ,au Zofks (2.3

__rH5, Y
ly, = iﬁ/aut s (2.31)

ou S désigne la frontiere du domaine Q, t son vecteur tangent, n sa normale extérieure, u; la composante

tangentielle de la vitesse moyenne, u, la composante normale et %n la dérivée dans la direction de la normale.

[}
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La décomposition (2.2) nous conduit a distinguer, en plus des termes de variation en temps, les huit contributions

suivantes :

* Termes de convection : Iy

* Termes de diffusion : Iy + lyn + it
* Termes de continuité : Ih+ lg

+ Termes de gravitation : g

+ Termes de frottement du fond : lg

* Termes de Coriolis : le

e Termes duvent: lvent

* Termes des contraintes de radiations : Ir

auxquelles sont affectés les huit coefficients de contribution spécifiés au niveau du bloc FLUT.
Remarque

Deux coefficients de contribution sont utilisés pour les termes de continuité afin d’autoriser leur linéarisation, suivant

la décomposition suivante de I et Iq :

0dh 0dh0J 0dh odh0

L =—[hU— +V—OQ + [ z[W— +V—[Q 2.4
h .S[ ox ay Hj .S[ 0x ay Hj 24
Non linéaire linéaire
lg = J'hUndhdS —J'zUndwdS (2.5)
S S

Non linéaire  linéaire
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2.2 Approximation sur le domaine d’étude

L’application sur le domaine Q des fonctions inconnues (U, V et h) et donc également des fonctions-test (U, 8V et

oh), est définie par un découpage de Q en éléments triangulaires a six noeuds P2-P1 et quinze degrés de liberté :

e

Elément P2 - P1

Sur cet élément I'approximation de U et V est linéaire par morceau, c'est-a-dire qu’elle est linéaire sur chacun des
guatre éléments triangulaires a trois noeuds T3 constituant I'élément P2-P1. Par contre, I'approximation de h est

simplement linéaire sur I'élément P2-P1.

L'algorithme pour la construction de I'élément P2-P1 est le suivant :

Boucle sur les éléments

Etendre les 15 DDL par élément a 18 en ajoutant 3 DDL aux noeuds milieux :

_hy+h
2

h; +h h: +h
,h4: 3251h6: 52 1

h,

Diviser le triangle en 4 sous-triangles et calculer les matrices et les vecteurs pour

chaque sous-triangle en le traitant comme un élément triangulaire T3
Boucle sur les 4 sous-triangles

Assembler les matrices et les vecteurs des 4 sous-triangles
Fin de la boucle

Compacter les matrices et les vecteurs de dimension (18X18) et (18) en (15X5) et

(15) respectivement en distribuant les niveaux d’eaux h,, h, et hg

Fin de boucle sur les éléments

Pratiguement, pour construire les formes matricielles sur les éléments T3, on se ramene a un élément de

référence, défini dans un systéme de coordonnées (§,n) par :
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Elément de référence Elément réel

avec les approximations suivantes sur I'élément de référence :

X(&,n) = <Nt3>{X13} avec <xy3>=<X; Xy X3> (2.6a)
Y(&,n) = <N73>{yrs} avec <yr3>=<y;VY,Yys> (2.6b)
U(&,n) = <N3>{Ug3} avec <Urs>=<U; U, Us> (2.6¢c)
V(&,n) = <Nps>{V13} avec <Vq3>=<V;V, Vs> (2.6d)
h(&,n) = <Nis>{hts} avec <hys>=<h; h, hy> (2.6e)

ou la notation <a> désigne la transposée de la table {a}, et ou <N13;> est la table regroupant les trois fonctions

d'interpolation de I'approximation linéaire sur I'élément Ts :

<Nrs> = < Ny(&,n) N2(&,n) Na(&.n) > (2.6f)
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Les caractéristiques de ces trois fonctions d'interpolation sont données dans le tableau suivant :

POING 0N 0N 0N oN; [Nd2  [NNdQ  [NNdQ  [NNdO
o¢ on X ay oe o oe e

1 |1¢&n -1 -1 Y, —Y3 X, —X3 Detl DetJ DetJ DetJ
DetJ DetJ 6 12 24 24

2 g 1 0 Y3-Y1 X —X3 Detl DetJ DetJ DetJ
DetJ DetJ 6 24 12 24

3 In 0 1 Y1~ Y2 X, =X,  DetJ DetJ DetJ DetJ
DetJ DetJ 6 24 24 12

ou DetJ désigne le déterminant du Jacobien de la transformation géométrique F :

Detd = (X5 - X3)(ys - Y1) + (X1 - X3)(Y2 - Y1) =2 (Aire de I'élément réel)

2.3 Approximation sur la frontiere

L’'approximation sur la frontiere S des fonctions inconnues (U, V et h), et donc également des fonctions-test (6U, 6V

et 6h), est définie par un découpage de S en éléments linéaires a trois noeuds L3 et huit degrés de liberté :

v, 2 | Uz 3| s

h Vo V3

1 h3
Elément L3

sur cet élément I'approximation de U et V est linéaire par morceau, c'est-a-dire qu’elle est linéaire sur chacun des

deux éléments linéaires a deux noeuds L2 constituant I'élément L3.

Ici encore, les formes matricielles sont construites par assemblage des formes matricielles obtenues sur les deux

sous-€éléments L2, aprés avoir introduit un degré de liberté supplémentaire en h au noeud milieu tel que :

_hs+hy

h
2 2

2.7)

Bien entendu, ce degré de liberté supplémentaire est a nouveau éliminé aprés I'opération d’assemblage.
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Pour la construction des formes matricielles sur les éléments L2, on se raméne a un élément L2 de référence,

défini par :

1 ‘

Elément de référence Elément réel

avec les approximations suivantes sur I'élément de référence :

X(&) = <N o> {Xx2} avec <x > =<X; Xp> (2.8a)
Y(€) = <Nio>{yi} avec <yi»>=<y;y,> (2.8b)
Ui(§) = <N o> {uy o} avec <Uyp>=<Uy Up> (2.8¢c)
Un(€) = <N>> {un2} avec <Up>=<Upy Up> (2.8d)
h(&) = <N > {h5} avec <Up,>=<h; hy> (2.8e)

ou <N> est le vecteur regroupant les trois fonctions d'interpolation de I'approximation linéaire sur I'élément L, :

<Ni2> = <Ny(§) N2(&)> (2.8f)
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Les caractéristiques de ces deux fonctions d’interpolation sont données dans le tableau suivant:;

PN ONG [NdS  [NNGS  [N,NdS
aE Se Se Se
Pid 1Dy 25 lpey
2 2 3 3
211r& 1 Dy 1 2pety
2 2 3 3

ou DetJ désigne le déterminant du Jacobien de la transformation géométrique F :

(Xz - X1)2 +(yz _)’1)2
2

DetJ = =% (Longueur de I'élément réel) (2.9)

3. MODELE BANCS COUVRANTS - DECOUVRANTS

Dans les chapitres précédents, il s'agissait d'étudier des écoulements dans un domaine limité par des frontieres
fixes. Ceci revient a supposer les frontiéres solides comme des parois verticales avec réflexion parfaite du flux de la
guantité de mouvement. En nature, les limites du domaine d'écoulement ne sont pas toujours fixes, elles peuvent

varier fortement sur les berges, faire apparaitre ou disparaitre des iles.
Ce type d’écoulements comporte des caractéristiques communes :

« En direction verticale, une surface libre.
« En direction horizontale, des frontiéres mobiles.

Nous appelons la simulation de ce type d’écoulements un modele de bancs couvrants-découvrants.

3.1 Modele mathématique

L’aspect physique des bancs couvrants-découvrants mene a un modéle mathématique décrit comme suit :

Détermination de la position du front

La capture de la position du front est définie par le critére suivant :
H=h-2z; = ¢4

oU g,4 est une valeur admissible et assez petite.

Domaine de calcul

Pour capturer la frontiere mobile, il est nécessaire de bien définir le domaine de calcul. La définition est basée sur

les classifications des noeuds des éléments et des zones suivants :
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e Un noeud est localement mouillé, lorsque la profondeur d’'eau H :
H=h-2z; >¢,

* Un noeud est localement sec lorsque :
H=h-2z; <gyg

Par conséquent, nous définissons I'état des éléments comme suit ;

e Un élément est mouillé, lorsque ses trois noeuds sommets sont mouillés
« Un élément est sec lorsque ses trois noeuds sommets sont secs

e Un élément est partiellement mouillé ou de transit lorsqu’il a 1 ou 2 sommets mouillés

Zone mouillée  Zone de transit Zone seche

Equations de Saint-Venant pour la zone mouillée

Pour la zone mouillée qui est constituée par des éléments mouillés, on résout les équations complétes (Equations

1.20a-1.20b-1.20c) en supposant v constante.

bu U _9U  oh
+U— +V— +g— —-VAU +BU +F
Ea_t ox oy 9o PU +F

Bov oV oV oh

F—+U—+V— +g— —VAV +BV +F 3.1
ot ox ay gay B y S
@Jf@(HU) a(HV)

—_ 4+ L =

Hot 0X oy

11
o

1
o
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Equations de Saint-Venant modifiées dans la zone partiellement mouillée

Pour la zone partiellement mouillée qui est constituée par les éléments partiellement mouillés, on résout :

e L’équation de continuité compléte :

o(HU) o(HV
ndb) o) g e
ot 0x oy

e L’équation de la quantité de mouvement simplifiée :
ouU oh
—+g—-V'AU+F, =0 33
ot 9% TV x (3.3a)
ov oh
—+g—-V'AV+F, =0 3.3b
a 9oy Y y (3.30)

3.2 Forme intégrale
Pour le modéle bancs couvrants-découvrants, la forme intégrale faible de type Galerbine est :
=1, +1, =0

e Zone mouillée :

(koh D
= [ D(6h)]HUBjQ+é];6hHundS (3.4)

0
a0k Her ol ol
I, —£6UEE+(U DD)U+ oh 5 Féj8+5[2[6 ks~ g[fuszs (3.5)
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e Zone partiellement mouillée :

0O, - o o
I, =J’60§LU +gOh+ (‘JL—‘+ ﬁBﬂQ +I[5 CDEldQ— él—ﬂﬁds (3.6)
Q Dat CH O Q P Q P

ou [1] est le tenseur représentant les contraintes visqueuses :

B U 1D6U+0_VED
X 20dy ox
=2vl 3.7
[ ‘v ug v O 3.7)
B& ay ay B

et [1] , représente le frottement du bord.

4. MODELE DE TURBULENCE DE TYPE LONGUEUR DE MELANGE.

Les modeles de turbulence aux longueurs de mélange ne supposent plus la viscosité constante, mais variable en
tout point du domaine. Par conséquent, la seule différence qui existe entre un modéle classique et un modéle
turbulent de type longueurs de mélange se situe au niveau du calcul de la viscosité ; Pour le premier modéle celle-

ci est constante, pour l'autre, elle doit étre calculée tout point du domaine a chaque instant t.

4.1 Modele mathématique

Le modéele de turbulence aux longueurs de mélange utilisé dans la version 4.0 de REFLUX est de type PRANDLT-

SMAGORINSKY La valeur de la viscosité turbulente en tous points du domaine est donnée par la relation suivante :

1
2 .2 2 T 2

H v, h? 0x;

ou: U et V sont les vitesses moyennes sur 'élément.

h est la hauteur moyenne sur I'élément.
U; est la vitesse de frottement.

L, est la longueur de mélange.
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= Ay, )
I'expression S; Dg—' est donnée par :
X.
j

La vitesse de frottement est donnée par :

U =c,(0% +V2)

La longueur de mélange I, est supposée proportionnelle a la hauteur moyenne et donc :

I
Q
=

En remplagant ces expressions dans I'expression de v, on obtient alors :

BT 0] 0 vt v
0ox O 0oy O B_ OH

V. = f
tm% Vt h

OO,

4.2 Expression de la viscosité turbulente

En transférant I'équation (37), on obtient une équation du troisiéeme degré en v, :

vtg—Avt -B=0

avec :
0 Omog?  mul? 0
R R e
D D XD I:l yl:l y X Bz?f(uz_’_vz) UZ +V2 mn4
O N
EB:% U2+V2) [02 +V2 m, *

Cette équation posséde 3 solutions dont 2 complexes et une réelle donnée par :

1
o %A ) 278 +-108A% +72982 |
t = 1

7B +1/-108A% +72082 B°
&

3425

(4.2)

(4.3)

(4.4)

(4.5)

(4.6)

(4.7)

(4.8)
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En tenant compte que |, =a h et gue le terme sous la racine doit étre positif, on obtient une condition sur le

coefficient a tel que :

3

O v

0 0

c. O 112 L \/2 O

a=16123110 — U_;ZV ————0 (4.9)

w2 O O

h mw%um +ZEBkVD +m%u +a—VD O

0 Oox O ooy QOoy oxO QO

5. MISE EN OEUVRE INFORMATIQUE

5.1 Types d’éléments

Douze types d’éléments existent dans la bibliothéque d’éléments du logiciel REFLUX 4.0

1.

L'élément de type 05 (module de téte ELEMO5) correspond a I'élément T6 par la prise en compte des intégrale
sur le domaine Q. Cet élément fait appel a I'élément T3 de type 01 (module de téte ELEMO1) associé.
L'élément de type 06 (module de téte ELEMO6) correspond a un élément de frontiere L3 pour la prise en
compte de l'intégrale lo, pour les portions de frontiére sur lesquelles ni le débit Q, ni h ne sont imposés. Cet
élément fait appel a I'élément L2 de type 02 (module de téte ELEMO02) associé.
L'élément de type 07 (module de téte ELEMO7) correspond a un élément de frontiére L3 pour la prise en
compte de l'intégrale lg, pour les portions de frontiére sur lesquelles un débit Q est imposé. Par convention, les
débits rentrant sont considérés positifs, d'ou :
Q =-Hu,

Cet élément fait appel a I'élément L2 de type 02 (module de téte ELEMO02) associé.
L'élément de type 08 (module de téte ELEMO8) correspond a un élément de frontiere de frottement L3. Cet
élément fait appel a I'élément L2 de type 04 (module de téte ELEMO04) associé.
L'élément de type 09 (module de téte ELEMO9) correspond a I'élément T6 pour la prise en compte des
intégrales sur le domaine Q pour les zones partiellement mouillées dans I'option bancs couvrants-découvrants.
Cet élément fait appel a I'élément T3 de type 11 (module de téte ELEM11) associé.
L'élément de type 10 (module de téte ELEM10) correspond a I'élément T6 pour la prise en compte des
intégrales sur le domaine Q pour les zones séches dans I'option bancs couvrants-découvrants. Cet élément fait

appel a I'élément T3 de type 12 (module de téte ELEM12) associé.

REFLUX V 4.0 - Module Hydrodynamique - Manuel théorique 20



Les différentes combinaisons de conditions aux limites possibles, ainsi que le type d’élément de frontiére a utiliser

dans chaque cas, sont résumés dans le tableau suivant :

Nature de la frontiére | Conditions aux limites lut lo Elément
Glissement parfait 0 0 Aucun
P Y, =0,U,=0
on
Frottement de paroi 0 08
p v o U, =0 - [8UcT;ds
on 2
Profil de U; imposé U, fixé, U, # 0, h fixé 0 0 Aucun
Profil de U, imposé U, fixé, U, £0 0 J'6U 5hdS 06
n
S
Symétrie pour U 0 0 Aucun
y il Y% _ U, £0, hfixé
on
Profil de U,, imposé 0 06
n IMP %=O,Un¢0 J'6Un6hd5
on 3
Profil de U; imposé 0 0 Aucun
timp U, fixé, 290 =0 hfixe
on
Symétrie pour U 0 07
y : " U, fixé, "L:]“ =0, Q # 0 fixé -_[Q5hd5
S
0 06
U, fixé. Un _p J'6Un6hd8
on 3
Symétrie pour U 0 0 Aucun
y il WY _g %Y _ g hiixe
on on
Symétrie pour U 0 07
y e Wi g Y% _g gzofixe - [Qahds
on on %
Ui g Y _ 0 [3Unehds 06
on on L

Chaque élément peut, suivant I'expression de la forme intégrale qu’il prend en compte,

guelconque des opérations élémentaires envisagées.

intervenir dans l'une
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5.2 Formulations matricielles

Elément 01

La forme intégrale contenant les termes de variation en temps, conduit a une forme matricielle définie par une
matrice masse. Toutes les autres intégrales sur Q conduisent a des formes matricielles définies par une matrice de
rigidité. Si celle-ci est non linéaire, il faut également construire I'expression de la matrice tangente. Toutes les tables
élémentaires résultant de I'une quelconque des opérations élémentaires (matrice masse, matrice rigidité/tangente,
produit [M]{ U}, produit [K]{ U}) sont construites dans le repére global du probleme. Avant de les transmettre au
module d'assemblage, elles doivent donc subir un changement de repere dés que I'élément touche la frontiere du

domaine Q.

Terme temporel

La matrice masse est définie par :

2 1 10
M) = J'NT3 NT3>dQ-DZeUSL 2 15 (5.1)
H 1 2§

ol Detd = (x, —X3)(Ys —¥1) +(X2 —X3)(ys —y1) =2*Aire

Termes de convection

« Matrice de rigidité :

[K.] = [M]@Um <6NT3> {VT3}<6NT3>§ (5.2)

<0NT3> Maen) M) %(z,n)> (5.3)

|
{2 e
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e Matrice tangente :

5U T3

el
v

K

u

Termes de diffusion

e Matrice de rigidité :

[|\/|]§AuT3 +— (8Ur5)M|{ AV}

[M]EAVT3 +— (V3 )M{ AU}

DetJ PN ON [(ON oN a
[Kv] =v it T3 T3 +3 T3 T3 0
2 0X 0

e Matrice tangente :

il ox 0 oy ay

La viscosité v est indépendante de U, V, h, donc :

Termes de continuité

« Matrice de rigidité :

[kn] =[x}

Jox  ox  ox

K] = Det) N, 0N, 0N,

6 [ox oX ox [
[ON; ON; ON3[O

H ox ox ox H

EbNS N, aNSD
goy ody oy Q@

La hauteur d'eau H est prise au sens moyen sur |'élément

e Matrice tangente :

_H<6hT3>[KN,x]A{UT3} _H<5hT3>[KN,y]A{VT3} _<&1T3>[U[KN,><] +U[KN,y]]A{hT3}

H, U, V, sont prises au sens moyen sur I'élément.

Terme de gravitation

e Matrice de rigidité :

(5.5)

(5.6)

(5.7a)

(5.7b)

(5.8)
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I= g<5UT3>[KN,x]T{hT3} +g<6vT3>[KN,y]T{hT3} (5.9)
ou [K]" désigne la transposée de la matrice [K]

e Matrice tangente :

g étant constante, la matrice tangente est donc identique a la matrice de rigidité.

Termes de frottement de fond

« Matrice de rigidité :

= B(8Uqs )[M{AUT} + B &Vys)[M{AVrq) (5.10)
ou H, U, V intervenant dans I'expression 3 sont pris au sens moyen de I'élément.
e Matrice tangente :

u? O uv

WE(zsuT3 [M{auLs} + Bﬁ%wm [M{avyg} +

0
A=p0O+

+V2 E(BVT3 [M[{aUg} + ﬁ@l E(éVTs M{aveg - (5.11)

O‘Bﬁ<5UT3>[M]{AhT3} - O‘Bﬁ<5VT3>[M]{AhT3}
ou H, U, V sont pris au sens moyen de I'élément
a=1 sip estdéfini par Chezy.

o = 4/3 si B est défini par Manning.

Termes de Coriolis
« Matrice de rigidité :

I = ~200sin §( 81 )MI{ Virg} +200sin ¢ &5 )[M|{U~s} (5.12)

e Matrice tangente :

La rotation de la terre w, ainsi que la latitude ¢, étant indépendantes de U, V et h, la matrice tangente est identique

a la matrice de rigidité.

Termes dus au Vent

* Vecteur résidu :

{t} = [ %”W" Det}{Nr fNw, )do (5.13a)
Q
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{t} = I%"W" et}{Nqg fNw, Jdo (5.13b)
Q

avec o= —r%’" et ||W|| la norme du vecteur vent.

En prenant H moyennée sur I'élément ainsi que wy et wy, nous obtenons alors :

{1} = o] Pev

H 6 X

(5.14a)

H e

{t} = @ %Wy% (5.14b)

— W, +W +W _ W1+W2+W3
avec W)(: x1 X2 X3 et w. = y y y

3 y 3
Matrice tangente :
ajwlf . _
[Kyv] = —y(wx +W, M (5.15)
ou H est la profondeur moyennée sur I'élément

[M] est la matrice masse

||W|| est la norme du vecteur vent
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Termes dus aux contraintes de radiations

* Vecteur résidu :

DetJ 2
{t :W%gl\li,xsx +N;ySyy ) (5.16a)
1} =27 HE Sy, *NyySyy ) (5.16b)

ou Ni,xsxxi = N],xsxx1 +N2,xsxx2 +N3,xSxx3

iySxy, = NiySyy, ¥NoySyy, +N3y Sy,

Ni,xS = N],xSxy1 +N2,xSxy2 +N3,xS

XY XY3

NiySyy, =Ny, Syy, +NpyS

LY =YY + N3’yS

YY2 YY3

e Matrice tangente :

= —<6UT3>[M]S S * NiySoy ﬁahm} -
(5.17)

<5VT3>[M]S O * N Wg&m

ou [M] est la matrice masse
H est la profondeur moyennée sur I'élément

les expressions N;,S,, ... sont identiques a celles ci-dessus.
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Elément 02

Pour les parties de la frontiere S du domaine Q telles que ni le débit Q, ni H ne sont imposés, la forme intégrale g
définie par (34) conduit a une forme matricielle définie par une matrice de rigidité. Cette forme matricielle est
construite directement dons le repére local (N,T). Les degrés de liberté en vitesse U et V doivent donc d'abord étre
transformés en composantes normale U, et tangentielle U,. A cette fin, I'orientation du repére local par rapport au

repére global est déterminée a partir de I'orientation de I'élément L2 :

Le vecteur tangent étant choisi dans la direction du noeud 1 au noeud 2, on prendra garde d'orienter les éléments

de frontiére de fagon a avoir une normale qui pointe vers I'extérieur du domaine d’étude.
« Matrice de rigidité :

I = —z(3hy, )[M{Upo} +Un (80 )[M{h.5} (5.18)
ou la profondeur z et la vitesse normale U, sont prises au sens moyen sur I'élément

DetJ 2 10
[M] =

6 1 2H

(Xz - X1)2 +(Y2 ‘Y1)2

avec Detd = 2
e Matrice tangente :

A = H(3hy, )[M{ AU, o} +U, (30, )[M[{ah, 5} (5.19)
ou H et U, sont pris au sens moyen sur I'élément.

Elément 03

Pour les parties de la frontiére S du domaine Q sur lesquelles le débit Q est imposé, la forme intégrale Iy définie par

(34) conduit a la forme matricielle définie par un vecteur résidu.

« Vecteur résidu :

REFLUX V 4.0 - Module Hydrodynamique - Manuel théorique 27



{14} - DI P+ Q0 (5.20)

) 6 %?1+2Q2E

avec DetJd =

6. LISTES DES PROPRIETES NODALES ET ELEMENTAIRES ET DIFFERENTES CONTRIBUTIONS DE

CHAQUE ELEMENT

6.1 Propriétés nodales

Propriété Signification

1 Angle (X, N) définissant le repére local (N, T)

2 Valeur du débit

6.2 Propriétés élémentaires

Eléments 01, 05, 09 et 11

Propriété Signification

1 Viscosité cinématique v

2 Coefficient de Chezy-Manning C

3 o intervenant dans le calcul de la longueur de mélange (Im = aﬁ)

Eléments 02, 06, 10 et 12

Pas de propriétés élémentaires

Eléments 03 et 07

Pas de propriétés élémentaires
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6.3 Contribution de chaque élément

Coefficient de contribution

Affectation

Eléments concernés

Termes de convection
Termes de diffusion
Termes de continuité linéaire

Termes de continuité non

linéaire

Termes de gravitation
Termes de frottement de fond
Termes de Coriolis

Termes des contraintes de

radiations

Termes des forces du vent

01-05

01-03-05-08-09-11

01-02-05-06-09-11

01-02-05-06

01-05-09-11

01-05

01-05

01-05-09-11

01-05-09-11

REFLUX V 4.0 - Module Hydrodynamique - Manuel théorique

29




ANNEXE :

Modules de la bibliotheque des éléments

Elément T3 de type 01

ELEMO1 Module de téte de I'élément 02
ELO2KU Produit [K]{ U}

ELOIMU Produit [M]{ U}

ELO1KE Matrice de rigidité/tangente [K]
ILOIME Matrice masse [M]

Elément L2 de type 02

ELEMO02 Module de téte de I'élément 02
ELO2KU Produit [K]{ U}
ELO2KE Matrice de rigidité/tangente [K]

Elément L2 de type 03

ELEMO3 Module de téte de I'élément 03

ELO3FE Sollicitations réparties

Elément T6 de type 05

ELEMO05 Module de téte de I'élément 05
ELO5KU Produit [K]{ U}

ELO5NU Produit [M){ U}

ELO5KE Matrice de rigidité/tangente [K]
ELOSME Matrice masse [M]
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Elément L3 de type 06

ELEMOG6

ELO6KU

ELO6KE

Module de téte de I'élément 06
Produit [K]{ U}

Matrice de rigidité/tangente [K]

Elément L3 de type 07

ELEMO7

ELO7FE

Module de téte de I'élément 07

Sollicitations réparties

Elément T6 de type 09

ELEMO9

ELO9KU

ELOSOMU

ELO9KE

ELOSME

Module de téte de I'élément 09
Produit [K]{ U}
Produit [M]{ U}
Matrice de rigidité/tangente [K]

Matrice masse [M]

Elément T6 de type 10

ELEM10

EL10MU

EL10ME

Module de téte de I'élément 10
Produit [M]{ U}

Matrice masse [M]
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Elément T3 de type 11

ELEM11

EL11KU

EL11MU

EL11KE

EL11ME

Module de téte de I'élément 11
Produit [K]{ U}
Produit [M]{ U}
Matrice de rigidité/tangente [K]

Matrice masse [M]

Elément T3 de type 12

ELEM12 Module de téte de I'élément 12
EL12MU Produit [M]{ U}
EL12ME Matrice masse [M]
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